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	DEVOIR SURVEILLÉ DE MATHS N°9/2016

Samedi 16 avril

Calculatrice collège seule autorisée




I) Exercices de mise en route.
1) Déterminer des équivalents simples quand x tend vers 0 des expressions suivantes :

a) 
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c) 
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2) Décomposer en éléments simples complexes, puis réels : 
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3) Calculer 
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4) Calculer 
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II) Fonctions convexes dérivables.

1) Définition.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de longueur > 0 ; on dit que f est convexe sur si sa dérivée est croissante sur I. Donner un exemple de fonction non affine convexe sur R.

2) Tangentes d’une courbe de fonction convexe.

Soit f une fonction dérivable convexe sur I. Considérons un réel a de I, et soit g la fonction affine telle que  
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a) Faire une figure illustrative.

b) On pose  h = f – g. Étudier ses variations et en déduire que h reste constamment positive ou nulle sur I. Comment ceci se traduit-il géométriquement ?
c) Montrer que la fonction –ln est convexe sur 
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, et en déduire que 
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 pour  x > 0.

3) Croissance du taux d’accroissement.

Soit f une fonction dérivable convexe sur I, et soient a<b de I.


a) Montrer en utilisant un théorème du cours que 
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b) Pour x > a, on pose 
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 ; montrer que g est croissante sur 
[image: image13.wmf]]

[

,

aI

+¥Ç

 .

4) Application aux branches infinies des courbes de fonctions convexes.

Soit f une fonction dérivable convexe sur 
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a) Montrer, grâce à 3)b), que C a toujours une direction asymptotique (verticale, oblique ou horizontale) .


b) On suppose que 
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)

lim

x

fx

l

x

+¥

=Î

a

R

. Montrer, grâce à 3)a) que pour tout 
[image: image16.wmf]0

a

³

, 
[image: image17.wmf](

)

fal

¢

£

.


c) On pose 
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 ; montrer, grâce à 4)b), que h possède toujours une limite, en  
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, soit réelle, soit égale à 
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d) Donner un exemple de chacun des 3 cas vus précédemment : 

i)
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ii) 
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 (avec f non affine) ,

 iii)
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, avec f convexe bien sûr.

5) Soit f une fonction dérivable convexe sur I. Considérons deux réels a < b de I, et les points 
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 ;  soit g la fonction affine prenant les mêmes valeurs que f en a et en b.

a) Faire une figure illustrative.

b) Exprimer 
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c) On pose  h = f – g. Justifier grâce au cours l’existence de c appartenant à ]a,b[ tel que 
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d) Dresser un tableau de variations comportant en colonnes les valeurs a,c,b et en lignes 
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. On indiquera les variations de h sur I, avec une brève justification.
e) En déduire la position de la courbe de f entre a et b par rapport au segment [A, B], et la position de ladite courbe à l’extérieur de [a,b].

f) Soit t un réel ; vérifier que  
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g)  En déduire l’inégalité dite « de convexité » :
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 pour tout t dans [0, 1]  

6) En utilisant la convexité de –ln , montrer  que :
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 ; que retrouve-t-on pour t = 1/2 ?

III) Sur les fractions rationnelles (sur 18).

A) Enfin une formule donnant tous les résidus.
1) Soit  F une fraction rationnelle ayant 
[image: image33.emf] pour racine d'ordre p  (autrement dit, 
[image: image34.emf] est racine d'ordre p du numérateur de F ) ; montrer que :


[image: image35.emf].

2) Soit 
[image: image36.emf] une fraction rationnelle irréductible n'ayant pas 
[image: image37.emf] pour pôle ; 

d'après le cours, on peut écrire la décomposition polaire : 


[image: image38.emf];

montrer, en utilisant 1) que : 
[image: image39.emf].

B) Application à la décomposition d'une fraction rationnelle à deux pôles.
Soient a et b deux réels distincts.

1) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle : 
[image: image40.emf].

2) On pose 
[image: image41.emf]  où m et n sont des naturels non nuls.

On se propose de décomposer 
[image: image42.emf] en éléments simples sur R. 

Pour cela, on écrit 
[image: image43.emf]  (attention au changement de notation par rapport au A)).

a) Calculer 
[image: image44.emf] et 
[image: image45.emf] en précisant la méthode.

b) Soit 
[image: image46.emf] , calculer 
[image: image47.emf] et en déduire que  .

c) Donner l'expression de 
[image: image48.emf].

3) En déduire, en prenant a = 1 et b = –1, la valeur de  , où m et n sont des naturels non nuls ; vérifier pour m = 2 et n = 3.
IV) QCM (sur 28).
Attention : répondre faux à une question ayant deux réponses proposées retire les points attribués, répondre faux à une question ayant 3 réponses proposées retire la moitié des points attribués etc.

Conseil : bien que vous ne rendiez pas votre brouillon, rédigez le soigneusement.

Inscrire les réponses sur l’énoncé (et le rendre !).
Calcul à l'aide d’un polynôme de la somme
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 ; application au calcul de 
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 (méthode des frères Yaglom, 1954).
n désigne un entier naturel impair (= 2p + 1). 

1) Soit 
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On en déduit l'existence d'un polynôme 
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1   2) Compléter : 
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3) Entourer la bonne réponse : 
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	Le degré de 
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	Le coefficient précédant le coefficient dominant est : 
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2   4) La somme des racines de 
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6) Entourer la bonne réponse : 
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	Les racines de 
[image: image65.wmf]n

P

 sont :
	les 
[image: image66.wmf]2

cot

k

n

p

 pour 
[image: image67.wmf]1

kn

££


	les 
[image: image68.wmf]2

cot

k

n

p

 pour 
[image: image69.wmf]1

kp

££


	les 
[image: image70.wmf]k

n

p

 pour 
[image: image71.wmf]1

kp

££




7) Ecrire la décomposition en produit de facteurs irréductibles réels de 
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8) Entourer la bonne réponse :
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9) Entourer les deux bonnes réponses :
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[image: image79.wmf]1

sin

2

k

p

n

æ 

è 

ö 

ø 

k

=

1

p

å

 est égal à :
	
[image: image80.wmf]2

1

cot

p

k

k

p

n

p

=

æö

+

ç÷

èø

å



	
[image: image81.wmf]2

1

1cot

p

k

k

n

p

=

æö

+

ç÷

èø

å


	
[image: image82.wmf](

)

(

)

11

6

nn

+-


	
[image: image83.wmf](

)

(

)

(

)

113

6

nnn

-+-





1    Et un équivalent simple quand  
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1   Réponse :

11) Quelles valeurs doit-on donner à x pour déduire de 10) l’inégalité  :
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1   Réponse : on applique 10) pour x = 
1    12) En déduire la valeur de 
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	13) Le coefficient de 
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	14) La somme des produits deux à deux des racines de 
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15) Ecrire la somme des carrés des racines de 
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 en fonction de 
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On trouve que cette somme est égale à 
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16) De quelle égalité portant sur 
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1    De  
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1    17) Un équivalent simple quand 
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18) Ecrire un encadrement de 
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2   19) En déduire la valeur de 
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